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RESUMO
Neste trabalho é investigado o problema integrado de localização e roteamento para o caso em
que há restrições de empacotamento bidimensionais e incerteza na demanda dos clientes. O
problema é tratado sobre o ponto de vista de cenários com o objetivo de obter uma solução
robusta diante dos diferentes cenários. Para tanto, é apresentado um modelo de programação
inteira que envolve decisões a nı́vel estratégico (localização dos depósitos), tático (atendimento
de clientes por depósitos) e operacional (rotas partindo dos depósitos para os clientes, incluindo o
empacotamento dos itens). Cada rota consiste em um empacotamento bidimensional e é validada
por um algoritmo de programação por restrições, de forma que um corte é inserido para cada
empacotamento inviável.

PALAVRAS-CHAVE: Problema integrado; Localização de facilidades; Roteamento de veı́culos;
Empacotamento bidimensional; Incerteza na demanda.

1. Introdução

Diversas empresas buscam por um melhor planejamento logı́stico que pode envolver
a localização de depósitos e, em seguida, a distribuição partindo dos depósitos para os clientes
finais. Segundo aponta Ribeiro (2009), o custo logı́stico no Brasil equivale a 17% do seu PIB
(Produto Interno Bruto) e é componente básico para o preço final dos produtos. Nesta pers-
pectiva, é necessária a resolução de problemas que possibilitem diminuir, se não minimizar, o
custo envolvido nos processos de logı́stica. Para isso, é necessário tratar os diferentes aspectos
que surgem a nı́vel estratégico, tático e/ou operacional. Um problema que sistematiza este três
nı́veis consiste no problema integrado de Localização e Roteamento (PLR), em que decisões de
nı́vel estratégico (decidir onde localizar depósitos), tático (quais clientes atender a partir de cada
depósito) e operacional (quais rotas utilizar) são tomadas simultaneamente.

Autores como Laporte e Norbert (1981); Duhamel et al. (2009) e Jarboui et al. (2013)
investigaram o PLR apresentando uma estratégia baseada na resolução de programas inteiros,
heurı́sticas baseada em GRASP e heurı́sticas de busca em vizinhança, respectivamente. Recente-
mente, Belenguer et al. (2011) propuseram um algoritmo branch-and-cut com eficientes rotinas
de separação para a versão capacitada do PLR. A estratégia exata que tem apresentado os melho-
res resultados para a versão capacitada foi desenvolvida por Contardo et al. (2011) e consiste em
um algoritmo do tipo branch-and-cut-and-price.

Apesar dos esforços da literatura em lidar com problemas integrados, um problema
para o qual não encontramos referências envolve integrar no PLR restrições de carregamento
bidimensionais (ou tridimensionais). Neste aspecto, a demanda dos clientes é formada por paletes
(variando em largura e comprimento) que devem ser organizadas, sem sobreposição, sobre a
superfı́cie do veı́culo de carga.



Soma-se a isto a volatilidade presente no mercado, de forma que incertezas surgem
na demanda dos clientes (Petrovic et al., 2008; Cardoso et al., 2013). Outros tipos de incerteza
estão ligadas ao custo da manufatura (Zhou et al., 2008), ou ao custo de armazenamento das
mercadorias (Giannoccaro et al., 2003).

Neste trabalho investigamos o PLR com restrições de empacotamento sujeito a incer-
teza na demanda, sendo a incerteza tratada através de uma abordagem por cenários. O objetivo
é fornecer um modelo de programação inteira que possa contribuir no projeto e planejamento de
operações logı́sticas considerando a incerteza como um fator inerente às operações. A Seção 2
formaliza o problema em estudo, enquanto que na Seção 3 é apresentado o modelo inteiro. Por
fim, conclusões e direções para trabalhos futuros são dadas na Seção 4.

2. Formalização do Problema

No problema de Localização e Roteamento com restrições de Empacotamento Bidi-
mensionais (PLR2E) é dado: um conjunto de possı́veis depósitos I , com capacidade bi e custo
de aberturaOi, para cada i ∈ I; um conjunto de clientes J , comRj sendo itens retangulares com
área total aj e peso total dj . Além disso, r ∈ Rj tem dimensões (ljr, hjr), área ajr peso djr; um
conjunto de veı́culos iguais, de capacidade Q, superfı́cie retangular (L,H) e custo operacional
F ; um grafo não direcionado G = (V,E), com V = I ∪ J sendo os vértices e E as arestas, cada
aresta com custo c associado. O grafo é completo nas relações cliente-cliente e depósito-cliente,
porém não existe aresta na relação depósito-depósito.

Uma solução do PLR2E consiste em localizar/abrir um subconjunto de depósitos, dos
quais partem rotas limitadas pela capacidade do veı́culo, em que o número de rotas, por depósito,
depende da capacidade do respectivo depósito. Cada rota inicia e termina no mesmo depósito e
consiste em um empacotamento viável de itens de clientes na superfı́cie retangular do veı́culo.
Toda a demanda dos clientes deve ser suprida, de forma que cada cliente é visitado uma única
vez. O objetivo é minimizar o custo total incorrido da abertura dos depósitos, da determinação
das rotas e do uso dos veı́culos. Consequentemente, o número de rotas é uma decisão a ser tratada
dentro do problema.

Para lidar com a incerteza na demanda dos clientes é utilizada uma abordagem por
cenários. Cada cenário s possui uma probabilidade ps de ocorrência, satisfazendo

∑
s∈P ps =

100%, e representa as diferentes demandas que os clientes podem ter. Assim, desejamos obter
soluções que sejam robustas diante da volatilidade do mercado, ao mesmo tempo que efetivas no
projeto e planejamento das decisões.

3. Formulação Inteira

O modelo inteiro para o problema em estudo é descrito na formulação 1. A notação:
δ(S) representa as arestas com um extremo em S ⊆ V e outro em V − S; e a notação Ds(S) =

d
∑

j∈Ss

∑
r∈Rj

djr

Q e representa um limitante inferior no número de veı́culos para atender a capaci-
dade de peso dos clientes S ⊆ J de acordo com o cenário s ∈ P; igualmente quando se considera

a área dos itens, isto é, As(S) = d
∑

j∈Ss

∑
r∈Rj

ajr

A e, em que A = L× C.
As variáveis de decisão do modelo, x, y e z, são binárias e yi = 1 indica que o depósito

i ∈ I foi aberto/localizado; xijs = 1, caso o depósito i ∈ I atenda o cliente j ∈ J no cenário
s ∈ P; e, wjks = 1, se a aresta {j, k} ∈ E é atravessada uma única vez no cenário s ∈ P . Para
modelar rotas que atendem um único cliente, denominadas rota única, consideramos o conjunto
fictı́cio I ′ = I de depósitos e arestas {i′, j} para i′ ∈ I ′ e j ∈ J . Note que a decisão de abrir
um depósito permanece válida para todos os cenários, pois na prática representa uma decisão de
longo prazo, com maior custo comparada com as demais.



min
∑
i∈I

Oiyi +
∑
s∈P

ps

F

2

∑
i∈I∪I′

∑
j∈J

wijs +
∑

{i,j}∈E

cijwijs


sujeito a :

(i)
∑
i∈I

xijs = 1, ∀ j ∈ J, ∀ s ∈ P

(ii)
∑
j∈J

djxijs ≤ biyi, ∀ i ∈ I, ∀ s ∈ P

(iii)
∑
s∈P

xij ≤ yi|S|, ∀ i ∈ I, ∀ j ∈ J

(iv)
∑
e∈δ(j)

wes = 2, ∀ j ∈ J, ∀ s ∈ P

(v)
∑
i∈I
b bi
Q
cyi ≥ Ds(J), ∀ s ∈ P

(vi)
∑
j∈J

(wijs + wi′js) ≥ 2

∑
j∈J djsxijs

Q
, ∀ i ∈ I, ∀ s ∈ P

(vii)
∑
i∈I∪I′

∑
j∈J

wijs ≥ 2max{Ds(J);As(J)}, ∀ s ∈ P

(viii)
∑
s∈P

∑
j∈J

xijs ≥ yi, ∀ i ∈ I

(ix)
∑
e∈δ(S)

wes ≥ 2max{Ds(S), As(S)}, ∀ S ⊆ J, ∀ s ∈ P

(x)
∑
e∈δ(S)

wes ≥ 2(xijs + yi − 1), ∀ S ⊆ J, ∀ j ∈ S, ∀ i ∈ I, ∀ s ∈ P

(xi)
∑
i′∈I′

wi′js ≤ 2− (
∑
k∈J

wjks +
∑
i∈I

wijs), ∀ j ∈ J, ∀ s ∈ P

(xii)
∑
k∈J

wjks ≥ 2− (wijs + wi′js), ∀ j ∈ J, ∀ i ∈ I : i′ = i ∈ I ′, ∀ s ∈ P

(xiii) wjks + xijs ≤ 1 + xiks, ∀ j, k ∈ J, ∀ i ∈ I, ∀ s ∈ P

(xiv) wijs ≤ xijs, ∀ j ∈ J, ∀ i ∈ I, ∀ s ∈ P

(xv) wi′js ≤ wijs, ∀ j ∈ J, ∀ i ∈ I : i′ = i ∈ I ′, ∀ s ∈ P

(xvi) wi′js ≤ xijs, ∀ j ∈ J, ∀ i ∈ I : i′ = i ∈ I ′, ∀ s ∈ P

(xvii)
∑
e∈R

wes ≤ |R| − 1, ∀ R ∈ Rs, ∀ s ∈ P

(xviii) yi ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I

(xix) xijs ∈ {0, 1}, ∀ i ∈ I, ∀ j ∈ J, ∀ s ∈ P

(xx) wes ∈ {0, 1}, ∀ e ∈ E, ∀ s ∈ P

(1)



Observando a formulação (1), a função objetivo busca minimizar o custo total envol-
vido na localização dos depósitos mais aquele resultante da probabilidade de ocorrência de cada
cenário. O último envolve, para cada cenário, o uso dos veı́culos, que está relacionado com
o número de rotas, e o custo propriamente das rotas. As restrições em (i) garantem que cada
cliente, em cada cenário, é atendido por exatamente um depósito, enquanto, em (ii), respeitam
a capacidade dos depósitos observando cada cenário. Em (iii) um depósito só pode atender
clientes se o mesmo estiver aberto e, em (iv), cada cliente deve ter exatamente duas arestas inci-
dentes, para cada cenário. Existe um número mı́nimo de depósitos a serem localizados conforme
(v) e, então, em (vi), para cada um destes depósitos, observando cada cenário, existe um número
mı́nimo de rotas que devem ser estabelecidas conforme a demanda dos clientes atendidos. Por
outro lado, existe um número mı́nimo total de rotas que devem ser estabelecidas para atender a
demanda dos clientes, conforme (vii). Em (viii), se um depósito for aberto, então deve atender
pelo menos um cliente.

Para respeitar a capacidade de cada veı́culo, garante-se em (ix) que o número de arestas
no corte para um subconjunto de clientes, em um dado cenário, seja maior que duas vezes a
demanda requerida por tais clientes. Em (x), se um cliente é atendido por um depósito em um
dado cenário, então deve existir uma rota ligando aquele cliente ao depósito. Por outro lado,
em (xi), se existe uma aresta entre um cliente e qualquer outro, então tal cliente não pode fazer
parte de uma rota única, enquanto que em (xii), se não existir qualquer aresta entre tal cliente e os
demais, então o mesmo deve ser antedido por uma rota única. As restrições em (xiii) obrigam um
cliente a ser atendido pelo mesmo depósito de um outro cliente que está conectado com ele. As
restrições em (xiv)− (xvi) relacionam as variáveis de forma que uma pode ser ativada somente
se a outra também estiver ativa, observando as arestas da relação cliente-depósito. Para lidar
com a questão do empacotamento bidimensional, as restrições em (xvii) eliminam o conjunto
de rotas em R, de cada cenário, que não têm um empacotamento viável. Por fim, as restrições
(xviii)− (xx) especificam que as variáveis são binárias.

Note que o número de restrições em (ix), (x) e (xvii) pode ser muito grande de forma
que usamos rotinas de separação para cada uma delas e as inserimos conforme necessário. As
rotinas para (ix) e (x), aplicadas em soluções fracionárias e inteiras, são baseadas em cortes
mı́nimos na árvore de Gomory-Hu (Gomory e Hu., 1961) e em adaptações das rotinas propostas
por Lysgaard et al. (2004) para o problema de roteamento de veı́culos capacitados. Para separar
(xvii), recaı́mos em um problema que consiste em encontrar um empacotamento viável bidi-
mensional para um dado conjunto de itens. Abordagens com bons resultados têm sido baseadas
em resolver modelos de programação por restrições. Neste caso, usamos o algoritmo proposto
por Clautiaux et al. (2008), que é aplicado sempre que uma solução inteira é obtida.

4. Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste trabalho é proposto um modelo inteiro para um problema integrado de localização
e roteamento com restrições de empacotamento bidimensionais e incerteza na demanda dos cli-
entes. O algoritmo para o modelo foi codificado na linguagem C/C++ e o solver Gurobi usado
para a sua resolução.

O algoritmo está em fase de validação e testes preliminares usando dados adaptados de
problemas reais têm sido efetuados. De imediato, a solução ótima tem sido obtida em um tempo
aceitável para as aplicações práticas, já que o problema envolve decisões de longo, médio e curto
prazo dentro da cadeia de suprimentos. Estamos trabalhando em novas rotinas de separação para
as restrições de capacidade e conexidade das rotas. Além disso, no desenvolvimento de limitantes
que possam agilizar o algoritmo que lida com o empacotamento de itens.
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